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0.1 Exact category and Grothendieck group

Definition 0.1.1

Aが additive categoryで、exact sequenceと呼ばれるAの sequence（X −→ Y −→
Z）の classである Eが与えられ、次の条件を満たすとき、Aは exact category with
E と呼ぶ。

1. 　 exact sequenceと同型な sequenceは exactである。ただし、sequenceとい
うのは言い換えれば、functor categoryの A{a−→b−→c} の元なので、ここにお

ける同型という意味である。もっと言えば３つの isomorphismで図式を可換に
するということである。

2. 　任意のX, Y ∈ ob(A)に対し、

X
1,0−→ X ⊕ Y

pr2−→ Y

は exactである。

3. 　 X
i−→ Y

j−→ Z が exactのとき、iは j の kernelであり、j は iの cokernel
である。

4. 　 f ∈ HomA(X,Y )が admissible epimorphism（monomorphism）とは、Z −→
X

f−→ Y（X
f−→ Y −→ W）という exact sequenceが存在するときのことをさ

す。このとき、addmissible epimorphism（monomorphism）は合成と (co)based
changeで閉じている。

5. 　 f ∈ HomA(X,Y )が (co)kernelをもち、g : Z −→ X（X −→ W）で f ◦g（g ◦
f）がadmissible epi(mono)morphismならば、fもadomissible epi(mono)morphism
である。

Example 0.1.2

Aを abelian categoryとしたとき short exact sequenceにより exact categoryと
なる。

Example 0.1.3

D を triangulated categoryとすると、distingulish triangleである X −→ Y −→
Z −→ ΣX に対し、X −→ Y −→ Zを exact sequenceとして exact categoryとなる。
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Definition 0.1.4

Aを exact categoryとする。このとき、Aの grothendieck groupとは ob(A)の同
型類が集合となるときそれを [A]とおき、これから生成される自由アーベル群を F [A]
と書くことにする。また、

E[A] = {[X]− [Y ] + [Z] ∈ F [A] |X −→ Y −→ Z is exact in A }

とおき、E[A]から生成される F [A]の部分群を FE [A]と書いて、

K(A) = F [A]/FE [A]

によって定義する。

Lemma 0.1.5

Aを exact catgeoryとしたとき、任意のX, Y ∈ Aに対し、[X ⊕ Y ] = [X] + [Y ]、
[−X] = −[X] in K(A)

proof)　　 X −→ X ⊕ Y −→ Y、X −→ X −→ 0の exact sequenceがあるのだ
から成り立つ。

□

Lemma 0.1.6

(D, [1])を triangulated categoryとしたとき、[X[1]] = −[X] in K(D)

proof)　　X −→ X −→ 0 −→ ΣX という distingulish triangleがあり、それをず
らした

X −→ 0 −→ ΣX −→ ΣX

も distingulish triangleとなる。よって、X −→ 0 −→ ΣX が exact sequenceなので、
[X[1]] = −[X] in K(D)

□

Definition 0.1.7
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F : A −→ Bを exact category間の functorとしたとき、これが exact functorである
とは、X

f−→ Y
g−→ ZがAの exact sequenceとしたとき、F (X)

F (f)−→ F (Y )
F (g)−→ F (Z)

も Bexact sequenceになることである。

exact functorである A −→ Bは grothendieck group間の準同型K(A) −→ K(B)
を導く。つまり、

K : {exact categoryと exact functorからなる category} −→ Ab

という functorである。

Theorem 0.1.8

Aを ablian categoryとするとこれは exact categoryであり、Db(A)も triangulated
categoryなので exact categoryである。このとき、natural isomorphism

K(A) ∼= K(Db(A))

が存在する。

proof)　　 ij : A −→ Db(A)を inclusion as j-complexとする。つまり、X ∈ A
に対し、i0(X) = X∗ = · · · −→ 0 −→ X0 = X −→ 0 −→ · · · という 0次のみ X の

complexを対応させる。i0 は明らかに exact functorであるので

K(i0) : K(A) −→ K(Db(A))

を導く。これより naturalは満たされ、あとはこれが同型であることを示す。そのた
めに inverceを構成する。

f : K(Db(A)) −→ K(A)

を、X = · · · −→ 0 −→ X0 −→ X1 −→ · · · −→ Xn −→ 0 · · · ∈ Db(A)に対し、[X]
をその同型類とする。同型類から生成されるのだからとりあえずこの行き先を定めれ

ばよい。そこで、

f [X] = Σn
j=0(−1)j [Xj ]

とすれば well defindedな準同型となる。このとき、合成 f ◦K(i0) = 1K(A)となるこ

とは簡単に分かる。問題は逆である。

K(i0) ◦ f : K(Db(A)) −→ K(Db(A))
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を考える。X = · · · −→ 0 −→ X0 d0

−→ X1 d1

−→ · · · dn−1

−→ Xn −→ 0 · · · ∈ Db(A) に対
し、[X] ∈ K(Db(A))の移り変わりを見ればよい。そこで、H∗(X) ∈ K(Db(A))を 0
を boundaryとした complex

· · · −→ 0 −→ H0(X) −→ H1(X) −→ · · · −→ Hn(X) −→ 0 −→ · · ·

により定義すると、[X] = [H∗(X)] in K(Db(A))である。また、

0 −→ Kerd0 = H0(X) −→ X0 −→ X0/Kerd0 ∼= Imd0 −→ 0

0 −→ Imd0 −→ Kerd1 −→ H1(X) −→ 0

0 −→ Kerd1 −→ X1 −→ X1/Kerd1 ∼= Imd1 −→ 0

0 −→ Imd1 −→ Kerd2 −→ H2(X) −→ 0

0 −→ Kerd2 −→ X2 −→ X2/Kerd2 ∼= Imd2 −→ 0

という Aの exact sequenceを考えると、これはK(A)において、

[X0] = [H0(X)] + [Imd0]

0 = −[Imd0]− [H1(X)] + [Kerd1]

−[X1] = −[Kerd1]− [Imd1]

0 = [Imd1] + [H2(X)]− [Kerd2]

[X2] = [Kerd2] + [Imd2]

ということであり、これを nまで繰り返し、両辺を足すと残るのは、

Σn
j=0(−1)j [Xj ] = Σn

j=0[H
j(X)]

となる。よって、

K(i0) ◦ f [X] = K(i0)
(
Σn

j=0(−1)j [Xj ]
)

= · · · 0 −→ Σn
j=0(−1)j [Xj ] −→ 0 −→ · · ·

= · · · 0 −→ Σn
j=0(−1)j [Hj(X)] −→ 0 −→ · · ·

= ⊕n
j=0(−1)jK(i0)[Hj(X)]

= ⊕n
j=0(−1)j [i0(H∗(X)[−j])]

= ⊕n
j=0K(ij)[H∗(X)] = [H∗(X)] = [X]

□


